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C A P Í T U L O  5
E S F U E R Z O S  C O M B I N A D O S
METRO DE MIAMI (ESTADOS UNIDOS) 2005
Hasta ahora se han estudiado elementos estructurales sometidos a un solo tipo de esfuerzo:
axiales, cortantes, o producidos por fuerzas transversales (flexión).
Recordemos:
 Cuando un elemento está sometido solamente a FUERZAS AXIALES (a lo largo de su eje
longitudinal)  en su sección transversal se producen esfuerzos normales.
A
P

Es el caso de las siguientes situaciones:
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Elementos estructurales sometidos a fuerzas axiales
 Hemos visto también el caso de elementos sometidos únicamente a FUERZAS
TRANSVERSALES (perpendiculares a su eje longitudinal), caso en el cual quedan sometidos
a FLEXIÓN y cuyas secciones transversales quedan sujetas a esfuerzos normales.
I
M C
Recordemos algunos casos:
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Elementos estructurales sometidos a fuerzas transversales
Flexo-tensión y flexo-compresión
Sin embargo, en las situaciones mas generales en las estructuras los miembros quedan sometidos
SIMULTÁNEAMENTE a fuerzas AXIALES y TRANSVERSALES debido tanto a la forma de
aplicación de las cargas  como a la manera como se construyen dichas estructuras.
Veamos los siguientes casos:
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CONSTRUCCIÓN METÁLICA, NUEVA YORK, 2005
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Superposición de esfuerzos
Al poner los cables inclinados para levantar la viga, se generan componentes horizontales de la
tensión que generan esfuerzos axiales y componentes verticales que generan flexión.
Aplicando el principio de superposición, el efecto total es igual a la suma de los efectos de las
fuerzas axiales mas el efecto de las transversales:
Al aplicar al carga excéntricamente también se generan esfuerzos combinados.
La fuerza puede trasladarse al
centro agregando el momento
que produce
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Por superposición, el efecto final es igual a la suma de los individuales:
Por superposición:
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De la misma forma que hemos aplicado el PRINCIPIO DE SUPERPOSICIÓN a las fuerzas,
podemos hacerlo a los esfuerzos producidos (siempre que se encuentren dentro del rango elástico
lineal, como es el caso de este curso).
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CONSTRUCCIÓN METÁLICA EN NUEVA YORK (EE.UU.) 2005
Recordemos que en general los esfuerzos normales producidos por fuerzas axiales son:
A
P

Mientras que los esfuerzos normales producidos en flexión son:
I
MC
Por lo tanto, cuando se hace la superposición de esfuerzos el esfuerzo resultante en general será:
I
M
A
P C
Veamos el siguiente ejemplo:
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Esfuerzos axiales producidos en la sección B (empotramiento):
Esfuerzos  producidos por flexión en la sección B (empotramiento):
Ahora superponemos los esfuerzos para obtener el esfuerzo resultante en la sección estudiada:
A
PSen
 
I
MC
I
MC
A
PSen
 
A
PSen
 
I
MC A
PSen 
I
MC
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Esfuerzo resultante en la sección B:
PROBLEMA
Calcular los esfuerzos normales en los puntos a, b y d
Trasladamos la fuerza agregando el momento correspondiente:
A
PSen
I
MC  
I
M
A
PSen C 
El eje neutro se desplaza hacia arriba
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Esfuerzo normal en el punto A:
KPaKPaKPaaTOTAL 67.2167225033.83 
KPa
m
KN
A
P
z 33.83
3.02.0
5
2 
 KPa
I
M C
a 225000045.0
15.075.6



mc 15.0
2
3.0

4
3
00045.0
12
3.02.0 mI 
Este documento se cre€ con la versi€n gratuita de EVALUACI•N de eXpert PDF. Esta marca de agua se eliminar‚ al
comprar la licencia de la versi€n completa de eXpert PDF. Visite www.avanquest.es para obtener m‚s informaci€n
218
Esfuerzo normal en el punto b :
KPaKPaKPabTOTAL 33.2333225033.83 
Esfuerzo normal en el punto d:
KPa
m
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A
P
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I
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KPaKPadTOTAL 33.83033.83 
En el problema anterior vemos que la distribución de esfuerzos por flexión es idéntica para los
tres puntos a, b y d. Esto sucede porque el momento de 6.75 KNxm es constante a lo largo de toda la
barra. Veamos que sucede cuando esto no es así en el siguiente problema.
PROBLEMA
Calcular los esfuerzos en los puntos d y e
mc 15.0
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I
MC
d
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Separemos los efectos axiales y de flexión:
Esfuerzo en el punto d:
KPaKPaKPadTOTAL 17.107210017.72 
KPa
m
KN
A
P
d 12.723.02.0
33.4 


KPa
I
MC
d 100000045.0
15.03 
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Esfuerzo en el punto e:
KPaKPaKPaeTOTAL 50.159467.166617.72 
KPa
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A
P
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


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I
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PROBLEMA
Calcular los esfuerzos en los puntos a, b, d y e de la columna de la figura:
Trasladamos la fuerza al eje de la columna, agregando los momentos correspondientes:
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Esfuerzos debidos a la fuerza axial de 100 KN  en los puntos a, b, d y e:
Esfuerzos debidos al momento de 4KNxm en los puntos a, b, d y e:
KPa
m
KN
edba 22.2222045.0
100
2  
KPa
m
mmKN
I
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da 96.296210215.1
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44 

 
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m
mmKN
I
MC
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44 

 
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Esfuerzos debidos al momento de 5KNxm en los puntos a, b, d y e:
Finalmente calculamos por superposición los esfuerzos normales totales en los puntos a, b, d y e:
KPaa 64.194538.266696.296222.2222 
KPab 56.785138.266696.296222.2222 
KPad 12.340738.266696.296222.2222 
KPae 8.251838.266696.296222.2222 
KPa
m
mmKN
I
MC
ba 38.266610344.2
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44 

 
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m
mmKN
I
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44 

 
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PROBLEMAS PROPUESTOS
Calcular el Esfuerzo Normal en el punto b Calcular el Esfuerzo Normal en el punto E
Calcular el Esfuerzo Normal en el punto n
Calcular el Esfuerzo Normal en el punto m y n
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C A P Í T U L O  6
C O L U M N A S
PUENTE PEATONAL, BOGOTÁ, 2005
6 . 1  F E N Ó M E N O  D E L  P A N D E O  O  I N E S T A B I L I D A D  L A T E R A L
En este capítulo vamos a estudiar un concepto que nada tiene que ver con el enfoque con el cual
se ha examinado la resistencia de los elementos estructurales hasta ahora.
Veamos:
En los anteriores capítulos se han calculado los ESFUERZOS ACTUANTES en los elementos
con el fin de compararlos con los ESFUERZOS ADMISIBLES debiendo garantizar que los primeros
sean menores que los segundos para preservar la seguridad de las estructuras.
O sea: ADMISIBLEACTUANTE  
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La falla
seguramente
se producirá
cuando
los esfuerzos
actuantes
superen los
esfuerzos
resistentes del
material
A medida que se incrementa la longitud
de las barras empieza a aumentar la
posibilidad de que falle por inestabilidad
lateral o pandeo sin importar qué tan
resistente sea el material
Al seguir
incrementando la
longitud la barra
llega a hacerse tan
esbelta que falla
por pandeo sin
importar qué
tan resistente sea
Sin embargo cuando los elementos sometidos a compresión tienen ciertas características
geométricas y de rigidez pueden fallar de una manera que nada tiene que ver con su resistencia.
Por muy resistentes que sean, pueden llegar a fallar por un fenómeno que no hemos analizado
hasta el momento: la INESTABILIDAD
Veamos:
Inestabilidad de elementos sometidos a compresión
Examinemos la forma en que fallan las barras de la figura sometidas a compresión, manteniendo
su sección transversal constante  y variando su longitud:
Entre la inestabilidad y la estabilidad existe un punto que se llama equilibrio crítico en el cual la
inestabilidad está a punto de producirse en el caso de que se presente un pequeño desplazamiento o
incremento de la carga.
Recordemos un ejemplo clásico de los cursos de Física que nos aclara los conceptos de estabilidad
e inestabilidad:
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Con una barra articulada sostenida por un tornillo tambin puede ilustrarse el concepto de estabilidad,
inestabilidad y equilibrio neutro.
ESTABLE : Si se desva un poco de su posicin…
ESTABLE
Ante un pequeño despla-
zamiento horizontal se
generan fuerzas restaura-
doras que devuelven el
cilindro a su posición de
equilibrio inicial.
NEUTRO
Ante un pequeño des-
plazamiento el cilindro
puede permanecer en
equilibrio en cualquier
posición sobre el plano
INESTABLE
Ante un pequeño despla-
zamiento horizontal se generan
fuerzas desestabilizadoras que
alejan el cilindro cada vez mas
de su posición de equilibrio
inicial
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…..se generan fuerzas que  restauran el equilibrio
NEUTRO : Si se desva un poco de su posicin…
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…...permanece en la nueva posicin, cualquiera que ella sea
INESTABLE: Al desviarse un poco de su posicin de equilibrio…
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...se generan fuerzas desestabilizadoras que la alejan cada vez mas de su posición de equilibrio inicial.
Volvamos a nuestro problema de la barra pandeada:
Al incrementar gradualmente la carga, llega un momento en que la barra queda en equilibrio
crítico: si se  retira la carga, vuelve a su posición original.  Si se incrementa, se produce la inestabilidad
y por consiguiente la falla.
Al valor de la carga en ese punto se le denomina: CARGA CRÍTICA.
6 . 2  C A R G A  C R Í T I C A
Vuelve a su estado indeformado
(siempre que esté en el rango elástico) Está en equilibrio crítico Se vuelve inestable y falla
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6 . 3  T E O R Í A  D E  E U L E R
6 . 3 . 1  C á l c u l o  d e l  v a l o r  d e  l a  c a r g a  c r í t i c a
La carga crítica fue calculada por el matemático suizo Leonhard Euler (1707-1783), por lo cual es
común denominarla como la Carga Crítica de Euler.
Cálculo de la carga crítica de Euler
Busquemos la ecuación de la elástica para obtener de la misma el valor de la carga crítica
Según lo visto en el método de la doble integración:  MyEI 
Calculemos el momento flector haciendo un corte a una distancia z desde el origen:
Por tanto:
  0M
0 yPM critica
0


yPyEI
yPyEI
yPM
critica
critica
critica
Ecuación diferencial
de segundo orden
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Para poder calcular Pcrítica debe resolverse la ecuación:  0 yPyEI critica
Por tanto: 0 y
EI
Py critica
Como se ha visto en los cursos de matemáticas la ecuación es de la forma:
02  yy  siendo  
EI
Pα critica2
La solución de la ecuación es:  zBSenzACosy  
Las constantes A y B deben determinarse a partir de las condiciones iniciales que en
este caso son:










0
0
0
y
Lz
y
z
Si  
y
z





0
0
por tanto:   0AABSenACos  000
Si  




0y
Lz
por tanto:     LBSen0 
Posibilidades: Que:  B = 0 en este caso la solución de la ecuación sería: y = 0 lo cual es absurdo
pues implicaría que la barra está recta (no pandeada) lo cual no es nuestro caso.
Por tanto, si  0B necesariamente 0LSen 
En conclusión: ECUACIÓN DE LA BARRA PANDEADA  0LSen:Yz       BSeny  
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En la página anterior concluimos que:  z  BSeny  y que  0LSen 
Recordemos que:  
EI
Pcritica2  Por tanto, para poder calcular criticaP debemos hallar 
Sabemos que:  0LSen 
En el círculo trigonométrico vemos que:
Por lo cual:  ,,,,,nnL 43210
EI
P
L
πnα critica 2
22
2
Y obtenemos el valor de criticaP :
2
22
L
EIπnPcritica 
z  BSeny  ECUACIÓN DE LA
BARRA PANDEADA
(tiene forma sinusoidal)
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La pregunta ahora es: qué valor de n adoptamos como ingenieros?
Es claro que matemáticamente n puede tener cualquier valor entero entre cero e infinito. Sin
embargo como ingenieros debemos hacer el siguiente análisis teniendo en cuenta el problema fisico
que estamos estudiando (una barra sometida a una fuerza de compresión y a punto de fallar por
pandeo):
Si adoptamos el valor n = 0   tendríamos que  0criticaP (esto equivaldría a aceptar que a
ninguna barra o columna se le pueden aplicar cargas lo cual es absurdo).
Si adoptamos un valor mayor que 1 cada vez tendríamos un valor mas grande de la carga afectando
el factor de seguridad de la columna, y además en últimas, cuál valor adoptaríamos: 5???   123456???
Por lo anterior, desde el punto de vista práctico, además de otras razones matemáticas que veremos
a continuación, el valor adoptado para n es 1.
Las razones matemáticas tienen que ver con el hecho de que los diferentes valores que puede
adoptar n representan el número de ondas que tendría la curva. No olvidemos que es una sinusoide.
Desde el punto de vista físico nuestra barra se rompería al formar la primera onda sin alcanzar obviamente
las ulteriores.
En conclusión:
2
2
L
EIPcritica

 Carga crítica de Euler
Si observamos la expresión notamos algo que decíamos al principio de este capítulo:
La carga crítica NO DEPENDE de la RESISTENCIA del material dada por su esfuerzo
resistente R , lo cual es completamente nuevo para nosotros.
De qué depende, entonces, la carga crítica?
La columna falla antes de
alcanzar estos modos
(Estos valores de n solo tienen
significado matemático, no físico,
en nuestro caso)
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1) Es directamente proporcional a la rigidez de la columna EI
E: Módulo de elasticidad del material
I: Momento de inercia de la sección transversal con relación al eje alrededor del cual se
produce el pandeo. En este caso, será el momento de inercia mínimo minI
2) La carga crítica es inversamente proporcional al cuadrado de la longitud de la columna 2L lo
cual por lo demás es obvio: mientras mas larga sea, mas fácil se pandeará. (Mas adelante veremos que
no depende exactamente de la longitud de la columna sino de su esbeltez que de todas formas está
relacionada con la primera).
Del análisis anterior, concluimos finalmente que la carga crítica de Euler es:
2
min
2
L
EIPcritica

Hasta este punto hemos analizado la barra considerándola biarticulada. Sin embargo, existen
otras posibilidades de conectar las barras en sus extremos. Veámoslas y establezcamos cómo influyen
en el valor de la carga crítica.
6 . 4  D I F E R E N T E S  C O N D I C I O N E S  D E  A P O Y O S
Influencia del tipo de apoyo en el pandeo y en el valor de la carga crítica.
El pandeo se produce alrededor del eje
cuyo momento de inercia es mínimo
No alrededor del eje cuyo momento
de inercia es máximo
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Tipos de apoyos que puede tener una columna en sus extremos
Recordando que las articulaciones permiten el giro y los empotramientos lo restringen la elástica
para cada uno de los casos tiene la siguiente forma.
e
critica L
EIP 2
min
2
 eL : longitud efectiva
Si se aplican a cada caso las condiciones iniciales y se deduce el valor de la carga
crítica tal como se hizo en el caso de la columna biarticulada se encuentran los
valores de semiondas que se muestran en cada caso. Estas semiondas constituyen
lo que se conoce como longitud efectiva que para cada uno de los casos es 1L, 0.7L,
0.5L y 2L. (La deducciónpara cada situación puede consultarse en algunos de los
textos clásicos de Resistencia de Materiales, por ejemplo en ............)
En consecuencia, para calcular la carga crítica deberá tenerse en cuenta la longitud
efectiva en cada caso, que tendrá los valores señalados en la gráfica.
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Teniendo en cuenta la longitud efectiva en cada caso, los valores de la carga crítica serán:
Con una barra de balso puede simularse fácilmente el comportamiento de las columnas con
diferentes tipos de apoyos:
2
min
2
L
EIPcritica

  2
min
2
2
min
2
2
7.0 L
EI
L
EIPcritica
    2
min
2
2
min
2
4
5.0 L
EI
L
EIPcritica
 
  2
min
2
2
min
2
25.0
2 L
EI
L
EIPcritica
 
La carga crítica más
grande es la mas
segura
La carga crítica más
pequeña es la mas
peligrosa
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6 . 5  E S F U E R Z O S  C R Í T I C O S
Después de conocer la carga crítica ya estamos en condiciones de calcular el esfuerzo normal
que producirá  crit .
Tal como se estudió al principio del curso el esfuerzo normal es igual al valor de la fuerza axial
dividido entre el área de la sección transversal de la barra.
A
Pcritica
critico 
Pero:   
 2
min
2
e
critica
L
EIP 
Por tanto: 
  AL
EI
e
critico 2
min
2 
Recordemos, del curso de mecánica que el radio de giro del área es: 
A
Ir 
Por tanto:   
  AL
rE
e
critico 2
2
min
2 
Y finalmente    2
2
minr
Lcritico e
E 
kLLe  longitud efectiva
A
Ir minmin 
Se comprueba una vez mas que el esfuerzo crítico no depende del esfuerzo
resistente del material sino de su rigidez (E) y del cuadrado de un parámetro
denominado  esbeltez que es igual a   
minr
Le







2
5.0
7.0
1
k Dependiendo de los apoyos
en los extremos
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Gran esbeltez
Bajo esfuerzo crítico
Alta posibilidad de pandeo
Baja esbeltez
Alto esfuerzo crítico
Nula posibilidad de pandeo
  ParL
rocriticoace
e
2
92
min
10200


VALORES EXTREMOS TEÓRICOS
Hipérbola de Euler
Como se ve, para un material dado con módulo de elasticidad E, el esfuerzo crítico depende de la
relación de esbeltez de la columna.
Miremos la variación del Esfuerzo Crítico con la esbeltez.  Variación del esfuerzo crítico con la
esbeltez para un material como el acero con un módulo de elasticidad E.
 2
2
minr
Lcritico e
E  Esfuerzo crítico
Para el acero:  GPaE 200 Por tanto:  
Pa
r
Lrocriticoace e 2
92
min
10200


Hagamos la gráfica de esta ecuación
Lo primero que observamos es que es asintótica a los ejes ortogonales
Lo segundo, que mientras más esbelta la columna, menor el esfuerzo
crítico (más peligro de pandeo)






min
e
r
L
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Rango de validez de la hipérbola de Euler:
Límites de validez de la hipérbola
Por tanto, la ecuación de la hipérbola es válida en el siguiente rango:
La teoría de Euler y el esfuerzo crítico se han
deducido a partir de la ecuación de la elástica
MyEL  que a su vez se dedujo a partir de
la Ley de Hooke  E .
Esto deberá tenerse en cuenta para definir el
rango de validez de la ecuación del esfuerzo
crítico.
Por la izquierda : El esfuerzo en
el límite de proporcionalidad
Por la derecha: Por seguridad
se recomienda una relación
de esbeltez máxima de 200
  ParL
rocriticoace
e
2
92
min
10200








min
e
r
L






min
e
r
L






min
e
r
L
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6 . 6  C Ó D I G O S
Cada país define sus propios códigos para el cálculo de estructuras. En Colombia se han establecido
las Normas Colombianas de Diseño y Construcción Sismorresistente (NSR-98) mediante la Ley 400
de 1997 y el Decreto 33 de 1998.
Específicamente el Título F Estructuras Metálicas establece lo
siguiente con referencia al cálculo de elementos de acero a compresión:
F . 4 . 4 - c o l u m n a s  y  o t r o s  m i e m b r o s  a  c o m p r e s i ó n
ESFUERZOS ADMISIBLES.  Para miembros a compresión cargados axialmente, cuya sección
transversal cumpla los requisitos de la tabla F.4-1, cuando la relación de esbeltez efectiva mayor
(Kl/r) de cualquier segmento sin arriostramiento sea menor que Cc se tomará como valor del esfuerzo
admisible sobre la sección total.
 
   
3
3
2
2
8
/
8
/3
3
5
2
/1
cc
y
c
a
C
rkl
C
rkl
F
C
rkl
F











en donde:
yc FEC /2
2
Cuando la relación (Kl/r) de estos miembros excede el valor de Cc se tomará como esfuerzo
admisible sobre la sección total.
 2
2
/23
12
rkl
EFa


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PROBLEMA
Aplicando la NSR-98 resolver el siguiente problema:
Calcular la carga axial permisible Pperm para la columna de la figura correspondiente a las
siguientes longitudes de la columna:   a) 2m  b) 2.5m  c) 3.5m
La columna es un tubo de acero empotrado en la base con las dimensiones mostradas.
Las características del acero son:  MPaFGPaE y 250200 
Calculemos primero el radio de giro de la sección. En este caso el radio de  giro es igual con
respecto a cualquier  diámetro por lo que no tiene sentido hablar de radio de giro mínimo.
Calculemos Cc (recordemos que es una relación de esbeltez):
66.12510250/102002/2 6922  PaPaCFEC cyc 
Este valor deberemos compararlo con la esbeltez de la columna en cada  caso para calcular los
correspondientes esfuerzos permisibles.
cm
cm
cmr
DDA
DDI
A
Ir
ext
ext
96.4
98.43
06.1083
98.43
4
13
4
15
44
06.1083
64
13
64
15
6464
2
4
222
int
2
444
int
4














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Analicemos los tres casos:
a)  L= 2m   ?/ rkl
2k (empotrada y libre)
cml 200
cmr 96.4
  32.40/ rkl como cC.r
kl





 6480
Entonces según la NSR-98
 
MPa
MPa
Fa 02.13278.1
25094.0
66.1258
32.40
66.1258
32.403
3
5
250
66.1252
32.401
3
3
2
2


















b) L=2.5m   ?/ rkl como   66.12581.100/  cCrkl
2k
cml 250
cmr 96.4
  81.100/ rkl
Entonces según la NSR-98
 
MPa
MPa
Fa 16.8890.1
25067.0
66.1258
81.100
66.1258
81.1003
3
5
250
66.1252
81.1001
3
3
2
2


















Vemos que los FACTORES DE SEGURIDAD son mayores que en el caso anterior puesto que la
columna es mas larga y la posibilidad de pandeo es mayor
c) L=3.5m   ?/ rkl como   66.12513.141/  cCrkl
2k
cml 350
cmr 96.4
  13.141/ rkl
F.S.
F.S.
 
   
3
2
2
2
8
/
8
/3
3
5
2
/1
cc
y
c
a
C
rkl
C
rkl
F
C
rkl
F











 
   
3
3
2
2
8
/
8
/3
3
5
2
/1
cc
y
c
a
C
rkl
C
rkl
F
C
rkl
F











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Entonces según la NSR-98   
 2
2
/23
12
rkl
EFa


   
MPaMPaMPaFa 62.51
13.14192.1
10200
13.14123
1020012
2
32
2
32






Cálculo de las cargas admisibles:
Recordemos que en general: 
A
P
 en ese caso: 
A
PF admisiblea  AFP aadmisible 
a)  L=2m KNMN
cm
mcmMPaAFP aadmisible 58058.010
198.4302.132 24
2
2 
b) L=2.5m KNMN
cm
mcmMPaAFP aadmisible 39039.010
198.4316.88 24
2
2 
c) L=3.5m KNMN
cm
mcmMPaAFP aadmisible 23023.010
198.4362.51 24
2
2 
Observemos que mientras mas esbelta es la columna, menor será la carga que puede aplicarse
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Miremos de donde han salido las expresiones empleadas en la NSR-98:
De dónde provienen las expresiones de la NSR-98
Cy es una relación de esbeltez:  Veamos cómo se obtiene:
Por seguridad, y teniendo en cuenta esfuerzos residuales que quedan en el acero en el proceso
de fabricación se establece que:
22
yy
critico
F



Por tanto:
 2
2
2
r
kL
y EF  y y
y
C
F
E
r
kl







 22
Factor de seguridad
(Valor máximo que puede alcanzar el esfuerzo
crítico aplicando la hipérbola de Euler)
 2
2
/23
12
rkl
EFaadmisible
 
 
   
3
2
2
2
8
/
8
/3
3
5
2
/1
cc
y
c
a
C
rkl
C
rkl
F
C
rkl
F











Factor de seguridad
23
12
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PROBLEMA PROPUESTO
Calcular la carga admisible para cada una de las columnas mostradas sabiendo que todas
están construidas con un perfil de acero cuya referencia es W 10 x 60 (sección de patin ancho),
que tiene las siguientes características:
Datos tomados de  MECÁNICA DE MATERIALES  (Gere y Timoshenko) México, International Thomson editores1998, página 875
Peso 
por pie Área Altura
Espesor 
del 
alma
Ancho 
patín
Espesor 
patín l s r l s r
Lb pulg2 pulg pulg pulg pulg pulg4 pulg3 pulg pulg4 pulg3 pulg
60 17.6 10.22 0.420 10.080 0.680 341 66.7 4.39 116 23.0 2.57
EJE 1-1 EJE 2-2
220000 lgpu
lb
yF 
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C A P Í T U L O  7
T O R S I Ó N
METRO DE MIAMI, ESTADOS UNIDOS 2005
Elementos estructurales sometidos a torsión
Existe la tendencia a pensar que los elementos estructurales sometidos a torsin son de incumbencia
exclusiva de los ingenieros mecnicos (ejes de motores, piones…)
Sin embargo en las estructuras es bastante comn que por la forma de aplicacin de las cargas o
por la forma misma de la estructura (asimetras) se presenten este tipo de efectos en los elementos
estructurales.
Veamos algunas situaciones:
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7.1 ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN ELEMENTOS DE SECCIÓN CIRCULAR
Al aplicarse un momento torsor T (alrededor del eje longitudinal), una sección del elemento
gira con respecto a la otra e internamente se produce un efecto de deslizamiento o corte entre dos
secciones adyacentes.
La torsión, por tanto, produce esfuerzos cortantes  y deformaciones angulares  Veamos:
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Esfuerzo cortante  y ángulo de giro  en elementos estructurales de sección circular.
Esfuerzo cortante  en secciones transversales rectas del elemento.
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Recordemos que ante la presencia de esfuerzos cortantes verticales, se generan automáticamente
esfuerzos cortantes verticales iguales.
Por tanto:
Ley de Hooke para corte: maxGγτ  G: módulo cortante
rddzγ max
dz
rdγ max
Análogamente:  
dz
dγ 
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Calculemos  a una distancia  del centro de la sección transversal:
Pero:  
dz
dGG  
Reemplazando: dA
dz
dGdM 


0  dAdz
dGT 
 dAdz
dGT 2
Recordando que: JdA  2 (Momento polar de inercia de la sección)
Por lo cual:  
GJ
T
dz
d


GJ
TGG  
Finalmente:  
J
T
  T: momento torsor
326464
444 DDDIIJ yx


 






dAdM
dAdFdM
dMT
M


0
00
: radio en el punto considerado
J: momento polar de inercia
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Variación de :
Como se infiere de la expresión,  depende del radio 
max
0




J
TrrSi
0Si
La variación es lineal
Angulo de giro:
Angulo de giro  entre dos secciones del elemento estructural
Este documento se cre€ con la versi€n gratuita de EVALUACI•N de eXpert PDF. Esta marca de agua se eliminar‚ al
comprar la licencia de la versi€n completa de eXpert PDF. Visite www.avanquest.es para obtener m‚s informaci€n
255
Anteriormente se tenía que:
GJ
T
dz
d


Por lo cual:
dz
GJ
Td 
 
L
dz
GJ
Td
00


GJ
TL

T: momento torsor que actua en el tramo L
G: módulo cortante del material
J: momento polar de inercia de la sección transversal
GJ: rigidez al corte (mientras más grande sea más difícil será torsionar el elemento)
TIZA FALLADA MEDIANTE LA APLICACIÓN DE TORSIÓN
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PROBLEMA
La tiza de la figura se somete a dos momentos torsores de 2 Nxcm en los extremos. Calcular el
esfuerzo cortante máximo producido y los esfuerzos principales correspondientes a dicho estado
de esfuerzos.
El diámetro de la tiza es de 1 cm.
Tal como se vio, el esfuerzo cortante máximo
ocurre en la periferia y es igual a:
J
Tr
max
r = 0.5 cm = 0.0005m
T = 2N x cm = 0.02N x m
  41044 1082.9
32
01.0
32
mDJ  
KPam
N
2.103.10183
1082.9
0005.002.0 2
10max 

 
Variación de esfuerzos cortantes a través de
la  sección
Elemento en el borde de la tiza sometido a
cortante puro
T=2N x cm T=2N x cm
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Construyamos el círculo de Mohr para el elemento mostrado:
La rotura se produce por tensión a lo largo
de un plano a 45°
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PROBLEMA
Calcular el diámetro que debe tener el eje de la figura sabiendo que el ángulo de torsión entre
sus extremos no debe ser mayor que 4° y el esfuerzo cortante admisible del material es de
60 MPa.
El material tiene un módulo cortante G de 11 GPa
Deben cumplirse 2 condiciones:
-   Que el ángulo de torsión no sobrepase un valor de 4°
-   Que el esfuerzo actuante no sobrepase un valor de 60 MPa
Es decir:  4
MPa60
Primera condición:
GJ
TL
 4
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
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1803221600 DcmmD 
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


Este diámetro garantiza que el ángulo no excederá un valor de 4°
Segunda condición: 342
161600
32
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
 
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DcmmD 23 6 1.5051.01060
161600





Este diámetro garantiza que el esfuerzo cortante no excederá un valor de 60 MPa.
Como deben garantizarse las 2 condiciones debe escogerse el diámetro mayor.
Por lo tanto:    8.1cmDnecesario 
PROBLEMA
Calcular los momentos torsores internos en los tramos AB, BC y CD del elemento estructural
Diagrama de cuerpo libre de todo el
elemento
 M z 0
0600400300 AT
500AT
Para calcular los momentos en cada tramo hacemos cortes por cada uno de ellos así:
z 5.10 
  mNTM ABz 5000
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3.5z1.5 
TM BCz 2003005000 
6.5z3.5 
6004003005000  CDz TM
Una vez calculados los momentos torsores se puede proceder al cálculo de los esfuerzos cortantes
máximos en cada tramo.
Supongamos que el diámetro del elemento estructural es de 10 cm.
Esfuerzos cortantes máximos en cada tramo
Recordemos que:   
J
Tr
max siendo: 32
DJ
4

  0.05mrm
32
0.10mJ   46
4
1082.9
Entonces los esfuerzos cortantes máximos en cada sección serán:
MPa
m
mmN
AB 55.21082.9
05.0500
46 

 
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MPa
m
mmN
BC 02.11082.9
05.0200
46 

 
MPa
m
mmN
CD 05.31082.9
05.0600
46 

 
Como se observa, el esfuerzo cortante máximo ocurre en el tramo CD. Su valor será el que
definirá el diseño del elemento: Deberá escogerse un material con un esfuerzo resistente mayor
que 3.05MPa de tal manera que se tenga un factor de seguridad adecuado.
7.2 INDETERMINACIÓN ESTÁTICA
Dependiendo de la forma en que estén apoyados, los elementos estructurales sometidos a torsión
también pueden quedar en situación estaticamente indeterminada. El caso mas común se presenta
cuando el elemento está bi-empotrado.
Como en las situaciones anteriores de indeterminación necesitamos una ecuación adicional (obtenida
de la compatibilidad de deformaciones).
En este caso la ecuación se establece al observar que en los empotramientos A y B no hay giro,
o en otras palabras que la sección.
Estáticamente indeterminada
25
01540T0 A


BA
Bz
TT
TM 1 ecuación
2 incógnitas
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B no gira con relación a la sección A.
Esto podemos expresarlo diciendo que la suma (algebraica) de los giros de las secciones AC, CD
y DB es igual a cero.
DBCDAC 0  Ecuación de compatibilidad de deformaciones
Recordemos que en general:  
GJ
TL

Por lo tanto:  
GJ
LT
GJ
LT
GJ
LT BDDBCDCDACAC 0 0 BDDBCDCDACAC LTLTLT
02.12  DBCDAC TT1.5T
TAC, TCD y TDB son los momentos torsores internos en las secciones
AC, CD y DB. Para calcularlos debemos hacer cortes por dichas secciones:
Reemplazando tenemos:     0252.14025.1  AAA TTT
110A4.7T
6.14.23254.23  BA TmKNT
Con estos valores podemos calcular finalmente los momentos torsores internos en las 3 secciones:
4.23ACT 6.16404.23 CDT 6.1254.23 DBT
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Conocidos estos valores, el problema está resuelto y  se pueden calcular los esfuerzos cortantes
y los giros de las diferentes secciones si conocemos el diámetro y el módulo cortante G del material
7.3 TORSIÓN DE ELEMENT OS DE SECCIÓN RECT ANGULAR
En este caso se presenta un fenómeno que complica el análisis: las secciones transversales del
elemento al ser torsionado no permanecen planas sino que se alabean.
El análisis del fenómeno se hace normalmente en  los cursos de Teoría de la Elasticidad utilizando
la analogía de la membrana.
En este texto introductorio presentamos las expresiones obtenidas en dicho análisis para el esfuerzo
cortante máximo y la deformación angular producida en torsión.
7.3.1 Esfuerzos y deformaciones en elementos de sección rectangular a
torsión
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El esfuerzo cortante máximo ocurre en el punto medio del lado mas largo:
2
1
max hbc
T

El ángulo de torsión entre dos secciones separadas una longitud L es:
Ghbc
TL
3
2

C1 y  C2 son constantes que dependen de la relación b
h según la siguiente tabla:
Tomada de “Mecnica de materiales” de Ferdinand P. Beer y E. Rusell Johnston McGraw Hill Latinoamericana, 1982
PROBLEMA
Calcular el esfuerzo cortante mximo producido en la siguiente viga sometida a los 2 momentos
torsores mostrados.
b
h
1.0 1.2 1.5 2.0 2.5 3.0 4.0 5.0 10.0 
C1 0.208 0.219 0.231 0.246 0.258 0.267 0.282 0.291 0.312 0.333
C2 0.1406 0.1661 0.1958 0.229 0.249 0.263 0.281 0.291 0.312 0.333
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Según lo visto, el esfuerzo cortante máximo ocurrirá en el tramo en el cual el momento torsor
sea máximo.
2
1
max hbc
T

b
h30cmhcmb 5.1
20
3020  por lo tanto:  231.01c
Calculemos el momento torsor máximo en la viga.
Hagamos cortes para detectar el tramo del momento torsor máximo.
20  z
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

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0
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z 5.32 
Por lo tanto:   mKNTT AB  40max
Finalmente, calculamos el valor del esfuerzo cortante máximo.
 221
max
max
20.030.0231.0
40
mm
mKN
hbc
T



KPaKN / mτ 1443014430 2max 
El esfuerzo cortante máximo ocurre en el tramo AB en el punto medio del lado mas largo de la
viga:
30
04070
0


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BC
BC
z
T
T
M
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7.4 TORSIÓN DE SECCIONES ABIERT AS
En general puede decirse que las secciones abiertas (ángulos, secciones U) son muy ineficientes
para resistir efectos de torsión por cuanto se pierde la continuidad en la transmisión de los esfuerzos
cortantes producidos.
Aplicando los mismos procedimientos utilizados para calcular los esfuerzos en secciones
rectangulares (analogía de la membrana) se ha encontrado que en este caso puede aplicarse la misma
expresion que la utilizada para secciones rectangulares.
Debido a que la relación entre h y b en estos casos será muy grande, el valor de c1 en estos casos
se hace iguales a 0.333.
Las dimensiones de h y b se calculan como se ilustra en la figura:
TORSIÓN DE SECCIONES ABIERTAS
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PROBLEMA
Calcular el esfuerzo cortante máximo en el elemento angular de la figura sometido a un momento
torsor de 1500 Kgxcm
Según lo visto, en este caso se puede aplicar la misma expresión usada en el caso de secciones
rectangulares con los valores  de c1, h y b que se muestran a continuación:
Por lo tanto:   2222
1
max /14.103.257.033.0
1500 cmKg
cmcm
cmKg
hbc
T




Es de anotar que en un análisis mas preciso que el que se hace en este texto, deberán tenerse
en cuenta las concentraciones de esfuerzos que se producen por los cambios bruscos de dirección
inducidos por el doblado de la lámina al hacer el ángulo.
cmb
cmh
c
hbc
T
3.257.0818
7.0
33.01
2
1
max




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7.5 TORSIÓN DE TUBOS DE PARED DELGAD A
Se aceptan las siguientes hipótesis:
 El tubo es cilíndrico: su sección no varía a lo largo del tubo.
 La sección transversal del tubo es cerrada.
 El espesor de la pared es pequeño en comparación con las dimensiones transversales del
tubo.
 El tubo está sometido solamente a momentos torsores en sus extremos.
Veamos:
Tubo de pared delgada sometido a momentos torsores T en sus extremos
Sección transversal sometida a
esfuerzos cortantes 
ttAq   1
La fuerza por unidad de longitud del tubo es: t (se conoce como flujo de cortante q)
tq 
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Establezcamos el equilibrio alrededor de un punto O en el interior del tubo a partir del cual
tomamos un radio de  curvatura r del tubo en dicho punto:
En resumen:   
2At
T

A : Área encerrada por el perímetro medio de la sección:
qdstdsdAdF  
  00M
rdFT   0
rqdsT   0
2dArds 
02Aq-T 
2At2AqT  
2At
T

2
rdsdA 
rds2dA 
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PROBLEMA
Calcular el esfuerzo cortante máximo que se produce en el tubo de la figura cuando se somete
a dos momentos torsores de 180 Kgxm en sus extremos
Según se vió:  
At
T
2
 mKgT 180 mcmt 012.02.1 
Calculemos A (área encerrada por el perímetro medio de la sección):
24
24
2
22 1044.33
10
144.3344.338.88.3 m
cm
mcmcmA 
Reemplazando:  224 97.2242822012.01044.332
180
m
Kg
mm
mKg



 
228.224 cm
Kg

cm8.3
2
2.1
2
2.1
5 
cm8.8
2
2.1
2
2.1
10 
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